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Gabaritos e Critérios

PROBLEMA 1 - Valor: 2 pontos

Solucéo.
a) O EUA pagou 24 - 37,5 = 900 mil délares para os atletas do basquete citados e Hong Kong pagou 2 - 768 = 1536 mil dblares
para todos os medalhistas de ouro. Assim, Hong Kong pagou % ~ 0,7067 = 70,67 % a mais para todos os seus medalhistas

de ouro em comparacdo com os atletas de basquete dos EUA.

b) Calculando todos temos a tabela a seguir. O pais com o melhor desempenho seria o Paises Baixos e 0 pais com o pior seria a
Italia.

Posicdo no Premiacéo total produto
Pais Quadro de (em milhares de posicdo x
Medalhas ddlares) premiacao
Italia 9 10700 96300
Franca 5 9400 47000
Estados 1 8300 8300
Unidos
Hungria 14 3800 53200
Hong Kong 37 1900 70300
Ucrénia 22 1500 33000
Israel 41 1500 61500
PEIEES 6 1300 7800
Baixos
Nova
Zelandia 11 1000 11000
Brasil 20 1000 20000
Poldnia 42 1000 42000

c) O valor pago pelos EUA para os atletas da natacdo foi de % - 8300 = 1909 mil doélares. Supondo que todas as 28 medalhas
fossem individuais o valor maximo pago para os nadadores, considerando todas medalhas de ouro, seria 28 - 37,5 = 1050 mil
dolares. Como esse valor € menor do que o que foi pago, podemos concluir que os EUA obtiveram alguma medalha na natacéo por
equipes.

d) Séo 3 ouros e 1 por equipes, entdo 3 — 1 = 2 ouros individuais.

S&o 7 pratas e 1 por equipes, entdo 7 — 1 = 6 pratas individuais.

S40 10 bronzes e 3 por equipes, entdo 10 — 3 = 7 bronzes individuais.

e) No total o Brasil pagou pelas medalhas individuais
2:654+6-394+7-23 =525mil dblares

~ . . b
f) Vamos chamar de k a constante de proporcao para 0s esportes com 7 ou mais atletas, ou seja, 615 =2 =X = k. Dessa forma,

39 23
a =65k, b =39 ec = 23k.
Vamos calcular o valor pago para cada medalha usando o k quando for necessario

® Ouro no Voleibol de Praia Feminino — 2 atletas - 2 - 65 = 130

® Prata no Futebol Feminino — 22 atletas - 39k

® Bronze na Ginastica por Equipes Feminina — 5 atletas - 2 - 26 = 52
® Bronze no Judd por Equipes — 10 atletas - 23k

® Bronze no Voleibol Feminino — 13 atletas - 23k

Considerando o valor total pago pelo Brasil por todas as medalhas:
525+ 130 4+ 39k + 52 + 23k + 23k = 1000
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< 707 + 85k = 1000

K= 1000 — 707 345
B 85 o
Podemos concluir que cada atleta do voleibol feminino recebeu aproximadamente % ~ 6,1 mil dolares.
Critérios
Item a: 0,3 ponto
Achar que os EUA pagaram 900 mil délares para os atletas de basquete....................... 0,1 ponto
Achar que Hong Kong pagou 1536 mil délares para os medalhistas de ouro.................. 0,1 ponto

Concluir que Hong Kong pagou 70,67% a mais para seus medalhistas de ouro em comparagdo com os atletas de
o e [V =T 0[] g or= 1 o o LSS URUPRRN 0,1 ponto

Item b: 0,4 ponto

Afirmar que a Itdlia obteve o pior desempenho........ccccceeeeiiiiiicciiiee e, 0,1 ponto
JUusHficar tal @firMag@0... ..o e 0,1 ponto
Afirmar que os Paises Baixos obtiveram o melhor desempenho.........cccccoecvviveeecnienen.n. 0,1 ponto
JUSHficar tal @firMagE0.....cccciiiee e et e e e 0,1 ponto

Item c: 0,3 ponto
Achar o valor de 1909 mil ddlares pagos para os atletas de natagdo.........ccccceeeeeeeeeennn. 0,1 ponto
Achar que o valor pago considerando medalhas individuais seria de 1050 mil délares..0,1 ponto
Concluir que uma medalha foi obtida no revezamento.........c.ccceeeeecieeeecciieee e, 0,1 ponto
ltem d: 0,1 ponto
Obter 05 3 Valores COrmetamMENTe.......cooiviviiiiiiiiiieiee e e e e e s e e e e e e e eeeeaeesseseeeeeeees 0,1 ponto
Item e: 0,2 ponto

Obter os valores individuais gastos pelo Brasil em ao menos dois dentre ouro, prata e bronze
(oY (=1 =10 411 1 (T 0,1 ponto

Concluir que o Brasil pagou 525 mil délares em medalhas individuais..........cc.cccceeuveenn. 0,1 ponto
Item f: 0,7 ponto

Introduzir a varidvel k descrita na solugdo (a contante de propor¢do para esportes com 7 ou mais

11 (=Y = 1) RSP 0,1 ponto
Obter, em funcdo de k, os valores pagos para cada medalha..........cccoecciieeicieeccennnee. 0,2 ponto
Resolver @ eqUAGA0 € ENCONLIAN K....cccveeiiieeeiee st eseee e e eeee et e e eree e s e e sneeeesaneas 0,2 ponto

Concluir que cada atleta do futebol feminino recebeu aproximadamente 6,1 mil
(o 101 T (=TT 0,2 ponto

PROBLEMA 2 - Valor: 2 pontog

Solucéo.
a) Vejaque DE = FE — FD = a — b. Note que BDFG é um retangulo e BD = a. Portanto, BC = BD — CD = a — b.
b) Os triangulos ABC e CDE sé&o congruentes por LAL, pois AB = CD = b, BC =DE =a—be £LABC = £CDE = 90°.



c) Seja £BCA = x. Pela congruéncia do item anterior, ZDEC = x. Usando a soma dos angulos internos do triangulo CDE temos
2ECD = 180° — £CDE — £DEC = 90° — x. Agora, usando o &ngulo raso em torno do ponto C temos

¢BCA+ £ACE + £ECD = 180° = £ACE = 180° — £BCA — £ECD = 180° — x — (90° — x)
= £LACE =90°.

d) Ainda pela congruéncia do item b, temos AC = CE. Adicionando a informagéo do item ¢ de que ZACE = 90°, concluimos que
o tridngulo ACE é retangulo isdsceles e

azLCEAzwzl}S".

Critérios

Item a: 0,3 ponto

OBLEI QUE DE = @ — Dottt ettt ettt e e e et e et ete e e aae e enes 0,1 ponto
NOTAI QUE BD = ueeeieieieeciitieeeee ettt e e e e e e st ee e ee e e e e e s ssaantbaaeeeeaeeeesnssnnnnennns 0,1 ponto
ACHAr QUE BC = @ — Dottt ettt ettt e s e st e s te e s st e e s nteeenraeens 0,1 ponto
Item b: 0,4 ponto

NOTAr QUE AB = CD ...ttt e e rre e e e e e e e s s e bra e e e eaeeeeeeennnens 0,1 ponto
NOLAr QUE BC = DE .......eoeeei ettt ettt e e e vte e e e e aba e e s e eaabee e e s ntae e e e eanaee s 0,1 ponto
Notar que ABC = CDE = 900........ooooeeeeeeeeeeeeeeeeee ettt n st tenees 0,1 ponto
Concluir com esses dados que os tridangulos sdo congruentes por LAL..........cccceeeeennnneen. 0,1 ponto
Item c: 0,6 ponto

Provar QUE BCA = DEC ...ttt ettt e s etae e e e s esbae e e e s aaee e e e 0,2 ponto
ConClUir QUE ECD = 900 — BC Aottt 0,2 ponto
CoONCIUIF QUE ACE = 900......eieeeeeeeee ettt ettt st s 0,2 ponto
Item d: 0,7 ponto

NOTAr QUE AL = CE ...ttt e e e e e e e e st e e e e e e e e s e e e snnsresanneeeeas 0,3 ponto
Concluir que isso significa que 0s angulos CAE = CEA.........oeeeeecvieeeeecieeee e, 0,2 ponto
CONCIUIT QUE @ = 450 ..ttt ettt 0,2 ponto

PROBLEMA 3 -
Solucéo.
a) Nao, pois 0 2 ndo pode ser expresso como soma dos divisores de um nlmero impar maior ou igual a 3.

b) Os divisores de 30 sdo 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15 e 30. Para representar o 4 temos 1 + 3. Para representar do 7 ao 9 podemos usar 5
mais as representacdes de 2a4: 5+ 2,5+ 3 e 5+ 1 + 3. Para representar do 11 ao 14 podemos usar 10 mais as representacdes
de1a4:10+ 1,10+ 2,10+ 3¢ 10 + 1 + 3. Finalmente, do 16 ao 29 basta usar 15 mais as representagdes de 1 até 14.

c) N&o. Fatorando 102 em primos temos 102 = 2 - 3 - 17. Os divisores de 102 sdo 1, 2, 3, 6, 17, 34, 51 e 102. Néo é possivel
representar o nimero 13, pois se fosse possivel teriamos que usar apenas divisores de 102 menores ou iguais a 13, 0s Gnicos sdo 1,
2,3e6easomadetodoselesé1+2+3+6=12.

d) Sim. Vamos verificar as condigdes C1 e C2. Veja que 2024 =23 -11-23ep, =2,p, = 11 e p; = 23.

(C1) 2024 é par

(Co(2)=1+2+4+8=1511<c(2¥+1ep, <a(p;?) + 1.

0(2®-11)=(1+2+4+8)(1+11)=15-12 = 180, 23<0(23-11) e
ps < o(pyt - py?) + 1.



Ambas as condigdes sdo satisfeitas.

e) Existem infinitas possibilidades. O importante é escolher uma e mostrar que funciona.
Um exemplo é: 2* - 17 = 272 é prético, pois

(C1) 272 é par

(C2) 272 tem dois fatores primos distintos p; = 2 e p, = 17.

pr=17<0(2H) +1=17

Outro exemplo é: 2 - 32 - 17 = 306 € pratico, pois
(C1) 306 é par
(C2) 306 tem trés fatores primos distintos p; = 2, p, = 3 e p; = 17. Usando as contas fornecidas do 198:
p,=3<0(2)+1=3
ps=17<0(2-3%)+1 =40

Critérios
Item a: 0,4 ponto
Afirmar qUE NE0 € POSSIVEL .....eiiiiciiiee e saae e e 0,1 ponto

Afirmar que 2 ndo pode ser escrito como soma de nimeros impares positivos distintos ou método equivalente de
Provar 0 €NUNCIAA0.......cccuuriieeeeeeeececiriiree e e e e e et arreeeeeeeeeeenan 0,3 ponto

ltem b: 0,6 ponto

Achar 0s divisores Positivos A€ 30........cccicciiiieieiiiiee e ecieeeeeetteee e eereee e s eeatare e e e eebraeeeeeanns 0,2 ponto
0T o =TT =] a1 - o 1R SRR 0,1 ponto
REPreSENtAr A& 7 @0 ..uviiiieiciiiiee ettt ettt ettt e et e e st e e e s e s sbte e e s esbaeeeessbbaeaeseanes 0,1 ponto
T o] LT =Y o = [ le [ I =Y T SRR 0,1 ponto
RePresentar de 16 @0 29......cccccuiiiiiiee e eeecctrrre e e e e e e e e st rere e e e e e e e eeeeennntaraaeaeaeeaeeeaan 0,1 ponto

Iltem c: 0,6 ponto
Afirmar qUE @ reSPOSEA € NA0....ccicciiieeieciieie et et e e e ssrre e e e srb e e s sabeeeeesbreeeessasaaeees 0,1 ponto
(=100 ] =1 gt L0 R 0,2 ponto

Achar um nimero menor que 102 que é maior que a soma dos divisores de 102 menores que tal nimero ou método
equivalente de prova que 102 N30 é Pratico.......cccceeeecvvveeeeennnns 0,3 ponto

Iltem d: 0,7 ponto

Atencdo: o aluno que se utilizar de um algoritmo parecido com o do item b para mostrar que 2024 é pratico pode
ganhar o ponto de fatora¢do abaixo e caso sua tentativa seja bem-sucedida, ele ganha 0,6, mas, caso haja algum erro
na sua solugao, ele ganha 0 pontos, pois ignorou o estimulo da questao.

(Y o] =1 G0 S 0,1 ponto
VErificar CL (2024 € PAr).....ucccueeciieeeciee ettt eete e esteeeetee e eveesteeesebaeeebaeeebaeessaeesssaeesnseen 0,1 ponto
AV T g 3 o= Y O A = - T PRSPPI 0,2 ponto
VEIIfICar C2 PAra 23 ...ttt e ettt e e ettt e e e e e ett e e e e eeataeeeeebteeeaeesesaeasensaeaaeaanns 0,3 ponto

Item e: 0,7 ponto

Atencdo: semelhantemente ao item anterior, o aluno que se utilizar de um algoritmo parecido com o do item b para
mostrar que seu numero é pratico podera receber 0,3 pontos se o nimero achado for pratico (independentemente



do sucesso de sua demonstracdo) e 0,4 ponto se ele executar o algoritmo sem erros e 0 caso contrario, pois ignorou
o estimulo da questao.

Achar nimero multiplo de 17 com a condigao dada.......ccceccvveeeiriiieniieniieee e, 0,3 ponto
Mostrar que 0 NUMEr0 aChAdO € Pal......ccccieie i ittt e e s sreeas 0,1 ponto
Mostrar que 0 NUMEro SAtiSTAaz C2......cccicciiiie i e e e 0,3 ponto

PROBLEMA 4 - Valor: 3 pontog

Solucéo.
a) O nimero de quadrados é 2(2 + 4+ 6+ 8+ 10) = 2 - 30 = 60. Como cada tetramind cobre exatamente 4 quadrados, seriam

;o 60 P
necessarios i 15 tetraminos.

b) O tetramind reto cobre 4 quadrados com ndmeros consecutivos e a soma dos nimeros é x + (x + 1) + (x +2) + (x + 3) =
4x+6=4(x+1)+ 2.

J& 0 Z-tetramind tem as possibilidades mostradas a seguir.

Nas duas primeiras, temos x + x + (x + 1) + (x + 1) = 4x + 2. Jd nas duas Ultimas, temos x + (x + 1)+ (x +2) + (x + 3) =
4x+6=4(x+1)+ 2.

c) Cada nimero impar de 1 a 11 aparece 5 vezes e cada par de 2 a 10 aparece 6 vezes. Portanto a soma é
51+3+54+74+94+11)+6(2+4+6+8+10)=5-36+6-30=360=14-90
que é um mdltiplo de 4.

Outra solugdo. Para cada x de 1 a 5 temos a mesma quantidade de x e 12 — x. Se agruparmos essas parcelas teremos varias parcelas
12. Além disso, temos 6 vezes 0 nimero 6 e a soma deles é 6 - 6 = 36 = 12 - 3. Portanto, a soma resulta num mdaltiplo de 12.
Como 12 = 4 - 3, a soma é também um multiplo de 4.

d) Ao somarmos k nimeros que deixam resto 2 na divisdo por 4 temos
A, + 24+ 4x, +2 =4(xy + -+ x) + 2k

Se k é par, entdo 2k = 2 - 2t = 4t e temos um mdltiplo de 4. Se k € impar, entdo 2k = 2 - (2t + 1) = 4t + 2 deixa resto 2 na
divisdo por 4. Para que a soma dos nimeros cobertos pelas pecas fosse igual a soma de todos os quadrados, todo a quantidade k de
pecas teria que ser par, ja que cada uma tem soma 4x + 2 e a soma total é um multiplo de 4.

e) Pelo item d, a quantidade de pecas deveria ser par. Pelo item a, essa quantidade de pecas teria que ser 15 que € impar. Portanto,
tal cobertura é impossivel.

Critérios

Item a: 0,4 ponto

Obter o nimero de quadrados corretamente.........cececcuieeeeeciiieee e e 0,2 ponto
Obter o numero de tetraminds COrretamMeENTe.........ccoovvvieiiiiiiiiiiirii e e e 0,2 ponto

Iltem b: 1 ponto

Justificar usando variaveis inteiras que cada um dos teraminds retos tem soma da forma 4x +
/TN 0,1 ponto cada

Justificar usando variaveis inteiras que cada um dos Z-teraminds tem soma da forma 4x +
e ——eeeeeeeeteeeeeeeet ettt ettt —————————————————————————_——eeesteetetetetttttetetertrttrrrrrarrra—————. 0,2 ponto cada



(A afirmacdo que os tetraminds verticais sdo analogos aos horizontais sera aceita e ela, por si s6, vale 0,5 pontos
cumulativos com os 0,1 de cada tetramind reto e 0,2 de cada Z-tetramind (horizontal ou vertical) um ao outro
restante. Ndo afirmar nenhuma vez que 4x + 6 deixa resto 2 na divisdo por 4 é passivel de punigdo por 0,1 ponto
neste item)

Item c: 0,7 ponto

Primeiro critério:

Dividir @ S0ma emM diagONaiS.......cuuviiiiiiiiieeeeciiee e e et e e e e e et e e e e e ar e e e e earaaee s 0,2 ponto
Achar que hd 5 nimeros em diagonais impares e 6 em diagonais pares...........ccceveeen.... 0,2 ponto
(0] 0] =1 Yo 04 =l o = Ie [N 1 <] 0 R 0,2 ponto
Constatar que esse valor € MUILPIO e du..cceeeeei e 0,1 ponto

Segundo critério:

Parear os numeros x com 12 — x com x # 6 e mostrar que estdo em nimeros

14U [T PO PUPPPPPPPP 0,2 ponto
Obter que a soma dos numeros diferentes de 6 é multiplode 4.........ccccvveeeveciieeeeennnne. 0,2 ponto
Obter que a soma dos MUILIPIOS A& 6 € 36....cccuureeeeeiiiiiieeceiee e e 0,2 ponto
Concluir que a soma total € MUIPIa de 4....ccceevvieeiceee e 0,1 ponto

ltem d: 0,4 ponto

Afirmar que o resto da soma de k valores congruentes a dois modulo 4 é o mesmo que 2k mdodulo
B e e e e e e e e e e e e et e e ettt ettt et — et ——a—— b aaeeeaeeeeeaeeaeeeeeeeeeeeestererernen 0,2 ponto

Concluir que se o numero de tetraminds for impar, a soma dos valores seria congruente a 2 mdédulo

PRt 0,2 ponto

Item e:

Explicar que, pelo item d, o nimero de tetraminds € par........ccceeeeecirieeeeccciieeee e, 0,2 ponto
Explicar que, pelo item a, 0 nUmero de tetraminds é iIMpar..........ccocceeeeecieeeeeccvieee e, 0,2 ponto

Concluir que a cobertura @ IMPOSSIVEL........cuiiiiiiiiiie e 0,1 ponto



PROBLEMA 5 - Valor: 4 pontog

a) Podemos pegar a tabela dada da divisdo de 7 bolinhos para 4 pessoas trocar linhas por colunas e trocar os denominadores 12 por
21. Veja a tabela a seguir.

Iy Iy Ty T Tota
s o a7
L I a7
Total 1 1 1 1

. . . - ~ 5 . , . ey .
b) Pelo item anterior conseguimos uma divisdo com menor fragdo o Suponha que seja possivel dividir 4 bolinhas para 7 pessoas

usando menor fracdo s maior que % Multiplique todas as fracGes por % todas as fragdes dos bolinhos. As fragdes dos bolinhos agora

7 7 4 7 . . . .
somal- . =, easoma dos pedagos das pessoas passa a ser ST 1. Trocando as linhas por colunas temos uma forma de distribuir
. ~ . 5 7 5 - . . ~ .
7 bolinhos para 4 pessoas em que a menor fragdo satisfaz = - - > 211" 1 Masisso contradiz a informag&o do enunciado de que

7
4

SIS

~_ oz , . 5
ndo é possivel obter menor parte maior o

. z A - . 1 ~ - . -
¢) Tome um bolinho que é cortado em trés ou mais partes. Se cada parte fosse maior que 3 entdo esse bolinho seria maior que 3 -

; = 1 bolinho. Portanto, se algum bolinho for cortado em mais de dois pedacos, um desses pedagos é menor ou igual a % de bolinho.

- ~ 7 ~ A P . . 4 1 .
d) Se um bolinho n&o é cortado, entdo a pessoa que recebé-lo receberd mais um ou mais pedagos com soma 3= 1= 3 de bolinho.
. s - 1 .
Portanto, algum pedago seria no maximo 3 de bolinho.

€) Se uma pessoa receber 4 pedacos e cada pedaco for maior que % de bolinho, entdo ela receberia mais que 4 - % = g de bolinho que

, . . ~ . ;- 1
é maior que a quantidade que cada um deve receber. Se uma pessoa receber 4 pedagos, entdo algum pedago seria no maximo 3 de

bolinho. Se ninguém receber 4 pedacos, entdo sdo 4 - 2 = 8 pedagos para 3 pessoas e uma pessoa recebera 2 pedacos e duas pessoas
recebrdo 3 pedacos.

f) A pessoa que recebe 2 pessoas deve ter no total % de bolinho. O maior dos 2 pedagos é pelo menos metade do que total, entdo
algum pedaco é pelo menos 2 de bolinho. Olhe para o bolinho de onde saiu esse pedago maior, 0 outro pedago desse bolinho é no
maximo 1 — g = gde bolinho.

Critérios

Item a: 0,6 ponto

Desenhar uma tabela que satisfaga 0 exigido..........ccoueeiieeciiiiieciee e, 0,6 ponto

(A explicacdo de que se pode trocar linhas por colunas e trocar os denominadores 12 por 21 vale 0,3 ponto e cada
uma dessas observacoes individualmente vale 0,2 ponto. Isto é, um aluno que ndo desenhou uma tabela completa
pode ganhar, no maximo, 0,6 ponto)

Item b: 0,9 ponto



Notar que ao trocar linhas e colunas obtém-se uma tabela das mesmas dimensées que a do caso
F=] 01 (<1 4 (o ] FO OSSPSR 0,3 ponto

. . N 7
Notar que a transformacgdo acima composta com multiplicar as fragdes por " transforma nossa tabela em uma tabela

valida para 0 caso anteriof.......ccccccuvieiieeee e e e e 0,3 ponto
Concluir o item com um argumento por absurdo...........cccveeiieiiiiii e 0,3 ponto
Iltem c: 0,5 ponto

Supor que o bolo é cortado em ao menos 3 pedacos maiores do que um terco do
[0 70] 1121 o T T 0,2 ponto

Efetuar a conta e obter um absurdo.........occoeiiiiiiiii i 0,3 ponto
Iltem d: 0,5 ponto

Considerar a pessoa que recebeu o bolinho ndo cortado........ccccccvveeeiiccieee e, 0,3 ponto
Argumentar que essa pessoa receberd um pedago menor ou igual a % de bolinho........ 0,2 ponto
Item e: 0,7 ponto

Argumentar que ninguém pode receber 4 pedagos OU MaiS........cceeeeevreeeeecirvreeesecnneeen. 0,4 ponto

Argumentar que a Unica maneira de realizar a divisdao é 2 + 3 4+ 3..ccoeiiiviveeiieeeennenn, 0,3 ponto

Iltem f: 0,8 ponto

Considerar os tamanhos dos pedacos da pessoa que recebeu dois pedagos.................. 0,1 ponto
Argumentar que essa pessoa recebeu ao menos um pedago maior ou igual a % ............ 0,3 ponto
Considerar o bolinho de onde veio tal pedago........cccceviieciieiiicciiiiice e 0,1 ponto
Concluir que desse bolinho foi partido um pedago menor ou igual a % ........................... 0,3 ponto

PROBLEMA 6 - Valor: 4 pontog

Solucéo.

a) Como EBCI é quadrado EI = a. Como FGHI é quadrado, GI = FG = b. Portanto, como T, é congruente a ABC, DG = a
(visto que DF é ¢, como indicado na figurae FG é b). Por fim, DE = b, pois T, é congruente a ABC. Logo, El = DG =ae Gl =
DE = b.Note que ACIH é um paralelogramo, pois AH e CI séo perpendiculares a BC e, portanto, paralelas, enquanto HI é
paralela (pelo quadrado) a FG e FD e AB sdo paralelas (pelo quadrado), mas como pela congruéncia de ABC e T, 0s angulos que
AC faz com AB e FG com FD séo 0s mesmos, AC é paralela a FG, que é paralela a AI. Pela mesma congruéncia entre ABC e T,,
DG é paralelaa BC, mas BC é paralelo a EI pelo quadrado, logo DG e EI sdo paralelos. Como T; e T; Sdo0 congruentes e possuem
um lado respectivo paralelo (FA//DB pelo quadrado), temos que DE ¢é paralela a FH, o qual é paralelo a GI pelo quadrado.
Assim, DEIG também € paralelogramo. Para terminar a congruéncia, note que £ZACI = 90° —y. Como 2HIG = £EIC = 90° e,
pelo paralelogramo £HIC = 90° + y, £EIG = 90 — y e o0s paralelogramos sdo congruentes.

b) Note que [BEPFA] + [T;] = [BDEPFA] e [T,] = [DEPF] + [DEPG], como [BEPFA] + [T;] + [T,] — [DEPG] =
[BDEPFA] + [DEPF] = [BDFA] = Q(c), temos o desejado (todas as igualdades de area vem de tomar a unido disjunta das
figuras como soma de &reas, exceto a Ultima que é a formula da area do quadrado)

c) Note que [DEPG] + [GPI] = [DEIG] = [CAHI], sendo a primeira igualdade devido a unido das figuras e a segunda pelo item
a.

d) Note que Q(a) = [ICBE] e Q(b) = [FGIH], logo Q(a) + Q(b) = [ICBE] + [FGIH] = [BEPFHIC] + [GPI], por unido de
figuras. Note que [BEPFHIC] = [T] + [BEPFA] + [T;] + [CAHI], logo Q(a) + Q(b) = [T] + [BEPFA] + [T;] + [CAHI] +
[GPI].

e) Note que a? + b% = Q(a) + Q(b) = [T] + [BEPFA] + [T5] + [CAHI] — [GPI] = [BEPFA] + [T,] + [T,] — [DEPG] +
[DEPG] + [CAHI] — [GPI] , por conta das igualdades ja vistas e pois triangulos congruentes possuem areas iguais. Como
[BEPFA] + [Ty] + [T,] — [DEPG] = Q(c) = c% e [GPI] = [CAHI] — [DEPG], temos que a? + b? = c¢2 + 2[CAHI] = c? + 2ah
(a Ultima igualdade é pela dica do problema). Portanto, c? = a® + b — 2ah



Critérios
Item a: 1,0 ponto

Mostrar QUE EI = DG = @€ DE = Gl = D uuccceeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee et 0,5 ponto

Mostrar que m(GfE) = m(AfI) ou qualquer outro par de angulos correspondentes dos dois quadrilateros  +0,5
ponto

ltem b: 0,5 ponto

Esse item ndo tem pontuacdo parcial. Solugdes completas recebem 0,5 ponto e qualquer outra coisa recebe 0,0
ponto.

Iltem c: 0,5 ponto

Esse item ndo tem pontuacdo parcial. Solugdes completas recebem 0,5 ponto e qualquer outra coisa recebe 0,0
ponto.

Item d: 1,0 ponto

Observar que a area da unido dos quadrados de lados a e b é igual a [BEPFA] + [T5] + [T] + [CAHI] 0,5 ponto
Concluir, somando [GPI] = [CAHI] — [DEPG] ..ccccceoueueieeeieeeeseseeeeeeeee e +0,5 ponto

Item e: 1,0 ponto

Substituir Q(c) em Q(a) 4+ Q (D) OU VICEVEISA ...veeuverreereereeteeeeeereeteeereereeeesreeteesae e eseens 0,5 ponto

(070 ol [V o PSP +0,5 ponto

PROBLEMA 7 - Valor: 6 pontog

Solucéo.
a) A tabela a seguir resume os resultados:

Cadeia Caminho de estados Estado final Aceita?
1100 0-1-3-2-0 0 Sim
1001 0-1-2-0-1 1 Né&o
10100 0-1-2-1-2-0 0 Sim
10110 0-1-2->1-3-2 2 Néo
10000 0-1-2-0-0-0 0 Sim
b) (1001),=1-234+0-224+0-2'+1-2°=09;
(10100), =1-2*+0-23+1-224+0-21 +0-2°=20;
(10110), =1-2*4+0-23+1-22+1-2'+0-2°=22;
(10000), =1-2*+0-234+0-224+0-2' +0-2° = 16.
c) Novamente, resumimos os resultados na seguinte tabela:
Estado inicial Leitura Conta Resto na divisao por 3 e estado final
0 0 2:-3k+0=6k 0
0 1 2:3k+1=6k+1 1
2 0 2Bk +2)+0=32k+ 1) +1 1
2 1 2Bk +2)+1=3Qk+1)+2 2

Com isso, podemos completar o autbmato AF2:
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d) Usando uma ldgica semelhante ao item ¢, chegamos ao autdmato AF3:
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e) Por exemplo, R = (00 U 1)*. Para garantir que os blocos de zero tenham quantidades pares de zeros, basta inserir 0s zeros de
dois em dois.

|
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—

f) Adicionando i e f obtemos o autdmato da esquerda.
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f)) (f)
L 0 1 0 01*0 . Lo
Ao eliminar o estado 2, trocamos 1 - 2 - 2 —» 1 por 1 — 1, obtendo o autdmato da direita.

g) Agora eliminamos o estado 1. Com isso, obtemos o autdmato com o Unico estado intermediario 0, com um loop em 0 U
(1(01*0)*1). Uma expressao regular que descreve as linguagens aceitas por AF2 é, entéo, (0 U (1(01*0)*1))*.



Critérios

Iltem a: 1,5 ponto

Cada CAURIA c.cceeeeiieeeeeeee e 0,3 ponto

ltem b: 1,2 ponto

(0= To - 190 1=1 (o FUTT TR 0,3 ponto

Iltem c: 1,2 ponto

Nesse problema, deve-se tragar quatro flechinhas a mais na figura (duas saindo do né 0 e duas saindo do né 2).
(6= To E 1 [=Tol o 1101 - T PSPPI 0,3 ponto

Item d: 0,6 ponto

Esse item ndo tem pontuacado parcial. Solugdes completas recebem 0,6 ponto e qualquer outra coisa recebe 0,0
ponto.

Item e: 0,5 ponto

Esse item ndo tem pontuacdo parcial. Solucdes completas recebem 0,5 ponto e qualquer outra coisa recebe 0,0
ponto.

Iltem f: 0,5 ponto

Esse item ndo tem pontuacdo parcial. Solu¢des completas recebem 0,5 ponto e qualquer outra coisa recebe 0,0
ponto.

Item g: 0,5 ponto

Esse item ndo tem pontuacdo parcial. Solu¢Ges completas recebem 0,5 ponto e qualquer outra coisa recebe 0,0 ponto.
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Gabaritos e Critérios

PROBLEMA 1 - Valor: 2 pontog

Usar solucao e critérios do problema 1 do nivel alfa

PROBLEMA 2 —

Solucéo.

a) Note que E'D" = E"A". Logo, D'E"A" é isOsceles, 0 que garante £E'D'A* = £E"A’D’. Usando que a soma dos angulos do
triangulo mencionado é 180° e que «D'E"A* = 108°, temos que £E"D'A" = 36°. Analogamente, 2C'D'B* = 36°. Portanto, visto
que E’D’C" = 108°, temos que 2A'D"B" = 36°. Note que D'E"A" e D'C"B" sdo congruentes por LAL. Consequentemente, D°A" =
D'B". Como A'D'B" é isdsceles, podemos utilizar que a soma dos angulos internos é 180° para concluir que 0s angulos restantes
(A'B’D’ = B'A’D") valem 72°. Logo, os angulos sdo 36°,72° e 72°.

b) Sabemos que F esta no circulo de centro A e raio AB. Isso significa que AF = AB = 1, essa Ultima igualdade pela hipotese do
problema. Pela constru¢do FD = 1. Portanto, AF = 1 = FD.

c) Note que, pelo item anterior, DFA é isosceles. Desse modo, 2FAD = £ADF = x. Pelo teorema do angulo externo em DFA (ou
usando a soma dos angulos sendo 180° com o angulo raso), temos que ZAFB = 2x. Como AB = AF, temos que £AFB =
2ABF = 2x. Por fim, pela soma dos &ngulos de BFA, temos que ZBAF = 180° — 4x.

Segunda solucéo para £BAF: Como D est4 na mediatriz de AB, temos que 2x = 2DBA = £DAB. Sabemos que 2DAF = x, logo
2BAF = £BAD — £FAD = 2x —x = x.

d) Comparando as duas expressdes obtidas na primeira e segunda solucéo para o item anterior, temos 180° — 4x = x - x =
36°. Portanto, 2x = 72° e os angulos de ABD valem 36°,72°, 72° como queriamos demonstrar.

e) Explicarei a construcéo do C e a construcdo do E é completamente analoga. Note que CB = CD, logo C esté na mediatriz de
BD que é construtivel com régua e compasso pelo enunciado do item b. Note também que 2DBC = 36°, mas os itens b,c e d
mostram como construir um angulo de 72° a partir de qualquer segmento (escolheremos BD) e obtemos uma reta BP tal que
£DBP = 72°. Sabemos também construir uma bissetriz com régua e compasso para achar a bissetriz de ZDBP e, logo obter uma
reta que contém todos os pontos X com DBX = 36°. Como B ndo pertence a mediatriz de BD, mas pertence a bissetriz de 2DBP,
as duas retas desenhadas séo distintas, portanto como intersectam-se em C, C é a Unica interse¢do procurada.

Critérios
Item a: 0,5 pontos

Provar qUE D E™ A" € ISOCEIES.......eii e eieee ettt et ste e e te e ste e e ete e e s ra e e beeeeaaaeenns 0,1 ponto
ACNAE E T D A = B30 ettt ettt ettt et et e e e e e ———t e et ee e e e e e ————raeaeseranaas 0,1 ponto
F X (T A W ) > AU RRPRRRRR 0,1 ponto
ArgumeNtar QUE D A" = D B ..ottt ettt et sttt et e e et eeaaaeea 0,1 ponto
Concluir o item e achar 05 ANGUIOS reStANTES......cccccveieiiiiiieee e sveee e 0,1 ponto

ltem b: 0,3 ponto

NOLAr QUE AF = AB ..ottt ettt e s te e e e s e bte e e s s eabtee e e ssabaaeeesannes 0,1 ponto
NOLAr QUE AB = FD ...ttt ettt e see e e e eetee e e e s abte e e e s e ae e s e s baee e e enataee s 0,1 ponto
CONCIUILN QUE AF = FD oottt ettt e ee e e e e e e e e e e e e e e e e e sanbante e e e e aeaeeen s 0,1 ponto

Item c: 0,4 ponto
Achar cada angulo em fUNGA0 A€ X.....ueeiiieiiiieiciiee et e e 0,1 ponto cada

(Note que ha infinitas solugdes visto que sabemos x = 36° e, a0 menos, duas solugdes naturais. O mais importante é
que o aluno justifique adequadamente uma expressao valida)
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Item d: 0,3 ponto

Achar uma express3o diferente da expressdo anterior para ZBAF ..........ccoeeeevceeeeneen. 0,1 ponto
Resolver a equacdo e mostrar que os angulos sdo 0s desejados.......ccceccvveeeeeereeeeeecnnnnen. 0,2 ponto
Item e:0,5 ponto

Afirmar que a mediatriz de BD é construtivel com régua e compasso......cccccceeeeeunvnnne 0,2 ponto

Notar que podemos construir uma reta com angulo 72° a partir de um segmento

Afirmar que a bissetriz de tal angulo é construtivel com régua e compasso................... 0,1 ponto

Justificar que os lugares geométricos intersectam apenas no ponto desejado e concluir o
[18e] o11=T o' = VSRR 0,1 ponto

(Caso o aluno considere a intersec¢do de outros dois lugares geométricos diferente, vale 0,2 ponto explicar que C
esta em tal ponto geométrico e que é construtivel com régua e compasso. Vale 0,1 ponto mostrar que os lugares
geométricos intersectam apenas no ponto desejado)

PROBLEMA 3 —|Valor: 3 pontos

Solucéo.

a) Ascppsde 4sdo (4), (3; 1), (1;3), (2;2), (1;2; 1) e (1;1; 1; 1).
b) Temos:

AL2De(1;11)-4,=2

B:(4)e(2;2)-B, =2

C.(1;3)-C, =1

D:(3;1)-D, =1

c) A seguir temos a figura completa.

(1;1) (2)

l H‘/ \Ll\l‘l \ I ll N |

WEREARN (454 2.1 (1:2:1) (4)

P

d) Para cpp de n, se aplicarmos a operacao | teremos uma cpp de n + 2 da classe A. E se pegarmos qualquer cpp de n + 2 da classe
A e retirarmos 0 1 do comeco e o0 1 do final teremos uma cpp de n que pode ser de qualquer classe. Portanto, P, = A,,4,.

Para cpp de n, se aplicarmos a operagdo Il teremos uma cpp de n + 2 da classe B. E se pegarmos qualquer cpp de n + 2 da classe
B e diminuirmos 1 do primeiro e do Gltimo termo teremos uma cpp de n que pode ser de qualquer classe. Portanto, B, = B, .

e) Uma cpp de n + 2 da classe C a uma cpp de n da classe C com a operacdo Il ou uma cpp de n da classe A também com a

operacdo I1. Como essas operacoes sdo reversiveis temos
Cpiz = Cp + Ay

Para D,,,, podemos usar a mesma ideia com a operagéo IV. Assim, D,,,, = D, + 4A,,.

e) Veja que

Pryz =Ansz t Brip + Cryp + Dpyy =B+ B+ (G, + 4) + (D + Ay)
Como A,, = B,, podemos substituir um dos 4,, por B,, e chegar em
Phyz=3-H
Logo,
P2024=3'P2022 =3'3‘P2020="'=3'3'...‘3'P2 231011‘2



Observagéo: a sequéncia dos a, = P, € uma PG de razéo 3 e poderiamos usar o termo geral da PG P,gy4 = 1912 = 31°11 - q, =
31011 P, = 31011, 5

Critérios

Item a: 0,4 ponto

VYol gF: [ gt fo o - 1= T of o] o 1 0,4 ponto
(O aluno perde 0,1 ponto para cada cpp que ele esquecer de incluir.)

ltem b: 0,4 ponto

Classificar todas as cpps Nas Categorias CEItas......coviiirieeeiieiiiiirieeree e e e e e eeccrrrreeee e e e e e 0,4 ponto
(O aluno perde 0,1 ponto para cada cpp classificada na categoria errada.)

Item c: 0,6 ponto

Cada flecha com o inicio correto e o nimero da operagdo correta......cccvveercvveeeercvvnennn. 0,6 ponto

Item d: 0,4 ponto

Mostrar que | é uma injecdo de cpps de n na classe A de cpps 1+ 2.ceevveeevveeecieennnen. 0,1 ponto
Mostrar que podemos reverter essa operacao (que é sobrejetora)......ccccocveeeecuveeeeennnnee. 0,1 ponto
Mostrar que Il é uma injencdo de cpps de n nna classe B de cpps 1t + 2..ceeeeeeeeecnnnnnnnes 0,1 ponto
Mostrar que podemos reverter essa operacao (que é sobrejetora)........cccceeeecvveeeeennnee. 0,1 ponto

Item e: 0,6 ponto

AFIrmar qUe Cpio = G T Appeeeeeeeeeeeee e e 0,1 ponto

Mostrar que a operagao Ill é uma inje¢do das classes C e A dos cpps de n para a classe C das cpps de n +
2 e eeeeeeeeeeeteeaeeeetetetet et e ————————————————————————————————— e ieeeieteeeeeeteeeererres 0,1 ponto

Mostrar que podemos reverter essa operacao (que é sobrejetora)........ccoceeeeeveeeeennne. 0,1 ponto

(Os outros 0,3 ponto sao distribuidos para as afirmag¢des equivalentes para D. Caso o aluno explique que os casos sdo
andlogos, cada item acima vale o dobro dos pontos).

Item f: 0,6 ponto

Obter uma expressdo para P,,,, e apenas valores de indice M.....cccccevveeeriiennieeenieenne 0,2 ponto
MOSEFAr QUE Ppyn = BB ettt ettt ettt et e e saae e st e e s sbbeesbeaenans 0,2 ponto
Achar Uma eXpreSSa0 PAra Popg...cceeceeerrererieeerieeesireeeseesareeesireessmeeessareesneeesneeesneeas 0,2 ponto

PROBLEMA 4 - Valor: 3 pontog

Solucéo.
a) Como ha 4 retangulos na figura, mdc(12,8) = 4. Como o retangulo de base AB que passa por E possui base 12 e altura 2, ele
possui area 24. Assim mmc(12,8) = 24.

b) Note que se colocarmos 4 retdngulos com lados nas retas AD e BC e os outros lados paralelos a AB passando por A, E, F, G e
C, cobrimos a figura toda. Note que 4 é o nimero de pontos na diagonal menos 1 (isto € o nimero de retangulos), logo
mdc(12,8). A area de cada retangulo é 0 mmc(12,8). Assim, a area total é mdc(12,8) - mmc(12,8) = 12 - 8 por uma contagem
dupla.

c) Note que os retangulos possuem como pontos inferiores a esquerda na diagonal (a,j, byj) com j entre 0 e k — 1. Em particular,
a = agk e b = byk. Portanto, como a, e b, sdo inteiros k divide a e b. Se ha k" > k divisor comum de a e b, tome a," = %e

by, = %, podemos construir retdngulos com vértices opostos nas diagonais sendo (aq'j, by’ j) € (ay (G + 1), by (§ + 1)) (eles estdo



na diagonal ja que (a,'j, by'j) = %(a, b) e sdo obviamente inteiros). Em particular (a,", by") esta entre A; = (0,0) e A, =
(ao, by), ja que % > %e % > %, 0 que é uma contradicéo.
d) Note que as = br — % = r. Portanto, (r,s) = %(a, b), o que implica que (r, s) é um ponto na diagonal.

e) Note que podemos transladar V por a,j com j entre 0 e k — 1 de tal maneira a cobrir todos o retangulo ABCD (de fato isso
garante que os lados verticais do retdngulo passem por pontos consecutivos na diagonal (como fica claro pela expresséo de tais
pontos nas diagonais em c e pelo fato desse retdngulo ter o primeiro ponto da diagonal ndo trivial no seu lado direito). Assim,
temos que k vezes a area de V é a area de ABCD. Sabemos que a area de ABCD é ab, mas tambhém € k vezes a area de V. Como
k =mdc(a,b) e adreade V é mmc(a, b), temos que ab = mdc(a, b)mme(a, b), como desejado.

Critérios

Item a: 0,4 ponto

ACNAE O TNAC(L2,8) ettt ettt ettt eeteeetaeebe e staeeebeeeteestreenbeesaneenseenseas 0,2 ponto
AChar 0 MIMC(12,8) ittt ettt et st st b e 0,2 ponto

(O problema permite ao aluno usar a descricdo geométrica desses valores, pois as provas serdo conduzidas nos
proximos itens. O problema ndo proibe o uso de técnicas puramente aritméticas para achar tais valores, o que deve
ser considerado integralmente)

Item b: 0,7 ponto

Considerar translacdes do retangulo de area 24 horizontais ou verticais que cobrem todo o

<= oY= U1 Lo TR PRRUPN 0,3 ponto
Explicar que o retangulo de area 24 possui area mmc(12,8)....cccceevvvvvervvencnnneenennn 0,1 ponto

Explicar que o numero de retdngulos transladados é mdc(12,8).....cccceveveveevreeneeennne. 0,1 ponto
Concluir comparando areas o resultado pedido.........ccceeecvieeeecciieiiee e, 0,2 ponto

Item c: 0,7 pontos
EXPHCAr QUE BpK = @uvioieeiiiiiiiiee ettt sttt st e saae s e saaesbeenneeens 0,2 ponto
CoNClUIr QUE K dIVIAE @ € Dottt et et saae e s s 0,1 ponto

Explicar que se o mdc fosse maior que k, teriamos primeiro ponto na diagonal sendo

(L,L) ...................................................................................................................... 0,2 ponto

Obter um absurdo e concluir qQUE kK = MAC......cccoueieviiicieccee e 0,2 ponto

Iltem d: 0,5 ponto

NOTAI QUE @S = DT eeeieiee ettt ettt ettt s ettt e e e et e e e tbe e e tbe e e tbeesabbeesnteeeentaeseneeesnnes 0,2 ponto
Concluir que (r,s) = %(a, b) = g(a, D) et 0,2 ponto
Concluir (7, 5) €std N diAagONA.....cccuiiiiireiiiieer ettt s 0,1 ponto

Item e:0,7 ponto
Considerar translaces do retangulo de drea MiNiMa........ccoceeeeeeciieeeccciiee e, 0,2 ponto
Explicar por que essas translagdes cobrem o retangulo sem sobreposicgoes................... 0,3 ponto

Concluir por comparacgdo de dreas a férmula desejada........cccceeeeveiiieeeiciieeee e, 0,2 ponto



PROBLEMA 5 - Valor: 4 pontog

Solucéo.
a) Como o triangulo ABC é equilatero, AQ ¢ altura e £AQC = 90°. Dessa forma, £AQC + £CRA =90° +90° = 180° e 0
quadrilatero AQCR é ciclico.

b) Como o quadrilatero AQCR é ciclico, £ZARQ = £ACQ = £ACB = 60°. Além disso, QM ¢ base média do trapézio PRCB e QM L
PR. No triangulo PQR a altura e a mediana relativas a PR coincidem, os lados QR e QP possuem mesma medida e QPR =
2QRP = £QRA = 60°.

c) O triangulo equilatero PQR tem lado ¢ e altura MQ = %5 Vejaque AM = AP+ PM =k + ;.

d) Usando o Teorema de Pitagoras no triangulo AMQ temos

2
6F (V3 £ 2 3¢
AQ2=AM2+MQ2=(k+—) +|— | =k?+2k=+—+—=k?+ kf + £*
2 2 2 4 4
Para chegar no formato dado, veja que
m?2=(k+£€)?=k?>+2kf+£>>k?>+ 2 +m? =2(k? + kf + £?)
k% + £2 + m?
:>AQ2=72

e) Como AQ é altura do triangulo equilatero ABC temos

40 (lado de ABC)V3  lado de ABC = AQ 2 k2+02+m2 2
= ado de =AQ —= |[———— —
2 V3 2 V3

2(k? + £ + m?)

= lado de ABC = \/

3
Critérios
Item a: 0,7 pontos
Explicar que Q@ pé daaltura de A.........ooeioiiiieecieee ettt ettt e e e rrae e e e eaes 0,4 ponto
Concluir por soma dos angulos opostos que o quadrildtero é ciclico..........ccccuvveeeeunnnen.. 0,3 ponto
Item b: 1 ponto
Explicar que ZQRM = 60°.......oco ottt e et e e e et e et ae e e e e narae s 0,3 ponto
Explicar que QM é paralelo as retas iNiCiais......ccevcveeeieeciieiee e 0,4 ponto
Concluir a conta de que ZRQP 0U LOQPR = 60°.......uueviiiiiiiiieecieee ettt 0,3 ponto
Iltem c: 0,6 ponto
Explicar que a altura do tridngulo equiladtero de lado [ é gl e achar MQ...................... 0,3 ponto
PNl =Y Y L (TR 0,3 ponto
ltem d: 0,9 ponto
Usar Pitagoras €M AMQ..........oeeiiioiiieiiiiiee ettt e e e e e e stre e e s e satae e e s ssttaee e s nraeee s 0,4 ponto
Achar AQ em fUNGE0 @ K € Luuuc.eeeeieieie ettt et 0,3 ponto
Obter a expressdo desejada Para AQ........oocveeeeiiciieeiiiiiieeee e ssieeee e ssre e sreeee s snes 0,2 ponto
Item e: 0,8 ponto
Lembrar que AQ é altura do tridnGUIO ABC ........cccuvvveiiciiiiee ettt 0,3 ponto
Aplicar férmula da altura do triangulo equUIlatero..........ccccveeeeecciiieeecciiieeeecceee e, 0,3 ponto

Achar a formula do 1ado de ABC...........uviiiieieee ettt ee et e e e eraeeaeeans 0,3 ponto



PROBLEMA 6 - Valor: 4 pontog

Solucéo.

a) 1= (3 —4e)(x +ye) =3x + 3y — 4x)e — 4ye® = 3x + (3y — 4x)e, portanto
3x=1—>x=§e 3y—4x=0—>y=%.

b) (a + be)? = a? + 2abe + b?e? = a? + 2abe, por produtos notaveis.

C) (Ap—1 + cp_16)(Apns1 + Cpyr€) = (an + cpe)? — 1 = a2 + 2a,c, e — 1, por conta do item anterior. Sabemos que

(Ap_1 + Ccp_16)(@pys1 + Cpe1€) = Ap1ap4q1 + (@p_1Cneq + ApeqCn_q). Comparando as partes de €, temos que a,,_1Cpy1 +
Ap41Cn_1 = 2a,Cy. Trocando a; por j, temos (n — 1)c,4q = 2nc, — (N + ey

d)c,_1 = (n_z)(%l)" €Cpy1 = w Note que
m—-Dnn+1)(n+2) m-1Dnn*+3n+2) m-Dnn?+2n—-n?+n+2)
(= Ve = - - . - :
(n—1Dn@n?+2n) m-1Dnn?>-—n-2) n—nn+1) n—-2)(n—1n

=2nc, — (n+ c,_q,
como desejdvamos mostrar
Critérios

Iltem a: 1,5 ponto

Obter o sistema {_451 §y1= ..................................................................................... 1,0 ponto

Resolver 0 SistemMa € CONCIUIN.....ccuuiii i eae e +0,5 ponto

ltem b: 1,0 ponto

Fazer (a + be)? = (a + be)(a + be) ou desenvolver o produto notavel (a + be)? = a? + 2abe + (be)? 0,5
ponto

CONCIUIT oo +0,5 ponto

Iltem c: 1,0 ponto

T O U] o 1 n 1 (V1o o P SRRPPRPRNE 0,5 ponto

CONCIUIT oo +0,5 ponto

Iltem d: 0,5 ponto

Esse item ndo tem pontuagao parcial. Solugdes completas recebem 0,5 ponto e qualquer outra coisa recebe 0,0
ponto.

PROBLEMA 7 - Valor: 6 pontog

Solucéo.
a) Ha exatamente seis possibilidades (e somente essas). Qualquer uma delas serve como resposta e nenhuma outra pode ser uma
resposta.

NUmero 1 2 3 4 5 6 7 8
Possibilidade 1 A|A|B|B|A|A|B|B
Possibilidade 2 B|B|A|A|B|B|A|A
Possibilidade 3 A|B|B|A|A|B|B|A
Possibilidade 4 B|A|A | B|B|A|A|B
Possibilidade 5 A|B|A|B|B|A|B|A
Possibilidade 6 B|A B|A|A|B|A|B

b) Considere quaisquer r + 1 nimeros consecutivos. Como h4 r cores, pelo menos dois nimeros, a e a + d tém a mesma cor. Com
isso, {a, a + d} é cor-focado com o Unico foco a + 2d.

¢) Cada nimero pode ser pintado de r maneiras. Sendo 2m niimeros, ha 2™ maneiras de colorir 2m nimeros consecutivos com r
cores.



; N . . . . . R ,
d) Ha P 2™ + 1 blocos, que é mais do que a quantidade de maneiras de pintar seus elementos com r cores. Assim, ha pelo
menos dois blocos com exatamente as mesmas 2m pinturas, ha mesma ordem.

e) Mesmo foco: primeiro note que o foco dos primeiros s — 1 pares é a; + 2(d; + d) = a; + 2d; + 2d = f + 2d, que coincidem
entre si e com o foco de {f, f + d}.

Monocromaticos: sabemos a; € a; + d;, ambos de I', tém a mesma cor. Somar d a a; + d; gera um elemento de J, que tem a mesma
cor. Com isso, a; e a; + d; + d tém a mesma cor. Quanto ao Ultimo par, vejaque a; + d; € I', e d; < m, pois a; € I' também. Logo
f=a;+2d; <a; +d; +m € I e, consequentemente, f + d € J tem a mesma cor que f.

Cores diferentes: como os {a;, a; + d;} formam pares cor-focados, suas s — 1 cores sdo diferentes. Se f tem a mesma cor que uma
das s — 1 cores do pares cor-focados, digamos, de {ay, a; + d;}, sendo f = a; + 2d, um foco teriamos que ay, aj, + dy, a; + 2d;
formariam uma 3-PA monocromatica em I, o que é uma contradigdo.

f) Se temos r pares cor-focados, temos pares de todas as r cores com 0 mesmo foco. Esse foco tem uma das r cores e forma uma 3-
PA monocromatica.

Critérios
Item a: 1,0 ponto

As Unicas possibilidades sao:

Nimero 1 2 3145 6 | 7| 8
Possibilidade 1 A|A | B|B|A|A|B|B
Possibilidade 2 B|B|A|A|B|B|A|A
Possibilidade 3 A | B B|A| A |B B | A
Possibilidade 4 B|A|A|B|B|A|A|B
Possibilidade 5 A|B|A|B|B|A|B|A
Possibilidade 6 B|A|B|A|A|B|A|B

Apresentar qualquer uma delas vale 1,0 ponto; qualquer outra coisa vale 0,0 ponto.
Item b: 1,0 ponto

Esse item ndo tem pontuagao parcial. Solugdes completas recebem 1,0 ponto e qualquer outra coisa recebe 0,0
ponto.

Item c: 1,0 ponto
Aplicar o principio MUIPHCATIVO ..ccoieviiei i 0,5 ponto
CONCIUIT oo +0,5 ponto
Iltem d: 0,5 ponto

Esse item ndo tem pontuagao parcial. Solugdes completas recebem 0,5 ponto e qualquer outra coisa recebe 0,0
ponto.

Item e: 1,5 ponto
Mostrar qUE € MONOCIOMATICO ....uuviiiiiiiieeeciiee e ecie e e et e e e ette e e e e rre e e e sbreeeesbteeeesbeaeeesnnes 0,5 ponto

Mostrar que as s cores sdo distintas (ou seja, que a cor de {f, f + d} é diferente das cores dos demais pares) +0,5
ponto

Mostrar que todos 0s pares possuem 0 MesmMO fOCO.......cccvvvverrcieercee e +0,5 ponto
Item f: 1,0 ponto
Observar que todas as cores eStd0 PreSENTES ......cccccveeeeiiieieeiiiee e e e sree e e ereeeeeaveeas 0,5 ponto

CONCIUIT oo +0,5 ponto



XLVIII OLIMPIADA PAULISTA DE MATEMATICA
Fase Unica (agosto de 2024)
Nivel y (12 e 22 séries do Ensino Médio)

www.opm.mat.br
Gabaritos e Critérios

PROBLEMA 1 - Valor: 2 pontog

Solucéo.

a) O angulo AIB esta subtende um lado do eneégono e tem medida %% 21 = g . Observe que IB =y, pois separa 2 lados do

eneagono. Como o triangulo é isosceles (Al = AB = x lados) a altura AM corta IB no ponto médio. Assim, cosg = % = yxﬁ :

N | =

b) Observe o tridangulo HAC, temos AHC = - - % <21 = %” e HC = w, pois separa 4 lados do eneagono. O tridngulo HAC ¢ isdsceles
m_ HN _ w/2

(HA = AC = y separam 2 lados) e a altura AN corta HC no ponto médio. Dessa forma, cos% ==y

c) Observe o triangulo FAE, temos AFE = % % 21 = %" e FE = x, pois é lado. O tridngulo FAE é is6sceles (FA = AE =w

separam 4 lados) e a altura AP corta FE no ponto médio. Portanto, cos%ﬂ = % = xwﬁ .

d) Veja que cos%ﬂ = cosg = cos60° = % . Caso alguém ndo lembre desse valor, pode usar o tridngulo equilatero GAD para obter
3T _ ﬂ — 1

COS — -
9 z 2

ATt __y/2 w/2 1 x/2 _ 1

~ - . . 2 3
Usando as expressdes obtidas nos itens anteriores cos % cos ?” cos ?” cos

9 x y 2 w 16
Critérios
Item a: 0,7 ponto
Considerar o triangulo AIB oU eqUIValeNte.........ceeeeeciieee et e 0,2 ponto
Achar 0 Angulo ZAIB (0U @NAl0Z0)......ciioiuiiee ettt et e e e e e 0,2 ponto
Considerar a altura do triangulo e provar que é a mediana.......cccccceeeeciveeeeeciieeeescnieeen, 0,2 ponto
Achar uma expressdo para cos (g) .................................................................................. 0,1 ponto
Item b: 0,5 ponto
Considerar o triangulo HAC oU eqUIValeNte........cccuvviiiiciiieiee et e 0,2 ponto
Achar 0 angulo ZAHC (0U @NAI0ZO0).....ccccuiieiiiieeciee ettt et sre et e et e e s tae e erae s 0,1 ponto
Considerar a altura do triangulo e provar que é a mediana.......cccccceeeecvieeeeeciieeeescieeenn, 0,1 ponto
Achar uma expressao para cos (%”) ................................................................................ 0,1 ponto
Item c: 0,5 ponto
Considerar o tridangulo AFE oU eqUIValENTe.........ccueeeieiiiiiee et 0,2 ponto
Achar 0 Angulo ZAFE (0U @NAI0ZO0)......cccuiiiiiiieiieeectee et ettt eevae e vaeeere e e savee s 0,1 ponto
Considerar a altura do triangulo e provar que é a mediana........ccccceeeeecieeeeecciieeee e, 0,1 ponto
Achar uma expressao para cos (%") ................................................................................ 0,1 ponto
Iltem d: 0,3 ponto
Calcular ou lembrar do valor de cos (3?11) ........................................................................ 0,1 ponto
Substituir cos (g) cos (%”) cos (3?”) cos (4?11) em fungdo das variadveis do problema e achar % ........ 0,2 ponto


http://www.opm.mat.br/

PROBLEMA 2 - Valor: 2 pontog

Solucéo.
a) Temos K, - K5 = [i (1)] . [i (1)] = [Z ﬂ Nem toda K-matriz é da forma K,,.

b) Temos detK, =n-0—-1-1=—1.
c) Resposta: b = 2.
Fazendo as operac0es indicadas
[13 b”O 1 [13 4] _ [13 b][4 1] _ [52+13b 13+ 4b
b 111 0ll4 1 b 11113 4 4b + 13 b+4
O b precisa deixar resto 2 na divisdo por 3 e ser 0 mais proximo de 13, entdo b = 2.
d) Resposta; ¢ = 4.
Fazendo as operac¢6es indicadas
[13 c] 0 1 [26 7] 2[13 c”7 2]: 91 + 26¢ 26+7c]
c 111 0lt7 2 c 11126 7 7c+26 2c+7
O c precisa deixar resto 1 na divisdo por 3 e ser 0 mais proximo de 13, entdo ¢ = 4.
e) Seguindo as instrugdes

M. = L [91+26c 26+7c) _1r195 54]=[65 18]
2 18 5

3 17c+26 2c+7173l54 15
Por fim,

M. = [65 18] [0 17165 18] _ 2340 649]
7l s5ll1 oll1s 5 649 180

E a solugéo fundamental de x? — 13y? = 1 é (x,y) = (649,180).
Critérios
Item a: 0,4 ponto
OBtEr @ MAtriz Ko © K3ueeeieeieiieieeeiteeieeee ettt ettt et s sbe e b 0,2 ponto
Concluir que nem toda matriz K é da forma Ky ...c.coovvveiniiiiiniiiiiiiiiec i, 0,2 ponto
Item b: 0,2 ponto

Calcular o determinante COrretamMENTE........uuvivieiiiiieiieeeeeeeeee e e e e e e e e e eeeeeeeeeeeeeeeees 0,2 ponto

Item c: 0,6 ponto

Achar o produto circulo das Matrizes.........ccvcuivieiiiiiiiee e 0,2 ponto
CoNCIUIr QUE D = 2 (M0 3) ettt ettt et te e e s aeas 0,2 ponto
AChAr QUE 2 € @ reSPOSTA...eii ettt e e et e e e e e et ae e e e b te e e e e rae e e e e naaeas 0,2 ponto

Item d: 0,3 ponto

Achar o produto circulo das Matrizes........ccccuvreieiiiiiiee e e e 0,1 ponto
(oo o Yol (VT e [V LN o= A Yo A ) TR 0,1 ponto
AChAr QUE 4 € @ rESPOSTA. ueii ittt ettt e et ee e e et e e e e e et be e e e e bbe e e e e e nreeeeeenaeeas 0,1 ponto

Item e: 0,5 ponto
Yol o F- [ D PP 0,2 ponto
ACRAE Mgttt et e e e s b e e e e r e e s re e e sare e s nreesanree s 0,2 ponto

Achar a solugdo fuNdameNntal...........ueeiiiiiiiie i e 0,1 ponto



PROBLEMA 3 -
Solucéo.
a) Veja que

S—nS=1+n+n?+--4+n"2—-(Mn-n"?!
Usando a expressao fornecida

nn—l _ nn—l -1

5(1 —n) Zﬁ— (Tl— 1)n"‘1 S S = Tln_l —m
b) Note que T = n(1 + n + ---+ n™ %) — S. Usando a expressio dada no enunciado
nn—1 -1 nn—l -1
T=n— " T

c) Para comparar os dois é melhor representa-los com o mesmo denominador:
" ln-1D2-n"1+1 n"(n-2)+1

S = =
(n—1)2 (n—1)2
- n"nn-1)-nn-D-n""m-1)*+n"""-1 n"-@n’-n+1)
B (n—1)2 T (n—-1)2
Assim,
n""n-2)+1-n"n-2)+m-2)n* -n+1) n®*-3n%2+3n-1
S—(n—-2)T = —
(n—-1)2 (n—-1)2
_ 13
Usando produtos notaveis S — (n — 2)T = E:—gz =n-1.
d) Pelo item anterior, ; = w =n—-2+ "T_l é, aproximadamente, n — 2.

Para n=10 temos S=1+20+--+9-10% =987654321 ¢ T=9+80+--+1-10% =123456789. Portanto, ; é,
aproximadamente, 10 — 2 = 8.
e) Aplicando os resultados anteriores para n = 100.

9998 ...0201 100 — 2 = 98

0102..9899 B
f) J& vimos que ; =n-—-2+ "T_l entdo paran = 100 temos 10;_1 = 9T—9 =0,00..0a.... Agora vamos para as aproximacdes T =

k zeros
100109-(1002-100+1) _ 100°0 _ 98
(100-1)2 ~ 1002 T 1007".
Dai, ? ~ 13228 = 10;97 = 10194 =0,00...00 1 e podemos concluir que k = 193.
193 zeros

Critérios
Item a: 0,5 ponto
(000] 0 110 [=T = TR Yt £ N YRR 0,2 ponto
Provar @ @XpresS@0 0 S... .. ittt et e e e et re e e e ette e e e ettt e e e s e sbae e e e eetreaeeennnes 0,3 ponto
Iltem b: 0,5 ponto
Notar qUEe T = (L + M4+ F M72) — S 0,2 ponto
Provar @ @XPreSS30 AE T ......eeceicieiee ettt e e e e e st e e e e e eabaae e s e saabee e e e eataeeaeeaneees 0,3 ponto

(O primeiro critério ndo é rigido com a forma fatoradas, n + n? + --- + n®*~1 — S, também deve ser aceito)
Item c: 0,5 ponto

Colocar S € T N0 MeSmMO deNOMINAUON.........cevvviiiiiiiiiiiiiiii e eseseeeeeeeseaaeeeanaeees 0,1 ponto

(Atencdo, isso pode ter sido feito no passo anterior)

Achar uma expressdo Para S — (11— 2) T uuc ettt et e 0,2 ponto

Fatorar e cortar fatores comuns obtendo 11 — L......cccceveeieiiiiiiccieeeece e, 0,2 ponto



Iltem d: 0,5 ponto

(0] o3 Tt o [U LI A U 0,2 ponto
Justificar que % € aProXimadameNnte 71 — 2...iiicccieeee et 0,3 ponto
Item e: 0,4 ponto

Justificar que a expressao equivale a % para” = 100.......cccoiiiiriiiieeeeeeceeee e 0,2 ponto

Achar que o valor desejado é aproximadamente 98..........ccoceveeeiiieeeeiciiee e e, 0,2 ponto

Item f: 0,6 ponto

Achar o termo de erro da férmula de% ........................................................................... 0,2 ponto
Aproximar o valor de T para 10078 (= 10%90) .......cooviieieeceeeeeeee e, 0,2 ponto
(oY Tl L [T oo Y A W RV 1 Lo L e [ - 0,2 ponto

PROBLEMA 4 —\alor: 3 pontos

Solucéo.
a) Ha 6 maneiras de escolher a casa do anel interno. Cada casa do anel interno bloqueia trés casas consecutivas do anel externo, de
modo que sobram 9 casas para escolher 3.

Para tanto, sejam x;, ¥, V3, X, as quantidades de casas vazias entre as casas escolhidas ou entre as casas escolhidas e as pontas da
fileira de 9 casas, no sentido anti-horario. No que se seque, x; = 0,y;, =2,y, =3ex, = 1:

Como sobram 9 — 3 = 6 casas vazias, temos x; + y, + y; + x, = 6; além disso, y, = 1 e y; = 1, de modo que fazemos y, =
X, +1ey; =x3+1,n0s levando a x; +x, + x3 + x, = 4. Ha, entdo (*}*7") = () = 7% = 35 maneiras de escolher as casas
do anel externo.

Com isso, hd 6 - 35 = 210 maneiras de colocar os marcadores vermelhos tais que [X,Y, Z] = [0,1,3].

b) Ha duas maneiras de escolher as trés casas do anel interno (as duas maneiras de escolher casas alternadas), e sobram 12 — 3 -
9 = 3 casas para colocar a Gltima pega. Com isso, ha 2 - 3 = 6 possibilidades no caso [X,Y, Z] = [0,3,1].

¢) Dividimos o problema em dois casos, de acordo com as posic¢des relativas entre as duas pecas no anel interior:

I. as duas pecas tém exatamente uma casa vazia entre si: ha 6 escolhas para esse par de casa (veja, por exemplo, a casa vazia entre
elas).



Nesse caso, podemos escolher a casa vazia destacada e uma das outras cinco disponiveis, ou duas das cinco casas, 0 que pode ser
feito de (5) — 4 = 6 maneiras. O total nesse caso é 6 - (1 - 5 + 6) = 66.

I1. as duas pegas estdo em vértices opostos: nesse caso ha trés pares de vértices opostos.

Agora, podemos escolher as duas casas da ponta de cada uma das duas fileiras de trés casas livres no anel externo (duas
possibilidades), ou uma casa de cada fileira, 0 que pode ser feito de 3 - 3 = 9 maneiras. H& 3 - (2 + 9) = 33 maneiras nesse caso.

Com isso, hd 66 + 33 = 99 maneiras no caso [0,2,2].

d) Os espacos entreascasassdo y; =x; +1,y, =x, +1,y; = x3 + 1 ey, = x, + 1, com x; natural. Com isso, como sobraram
12 — 4 = 8 casas, devemos ter (x; + 1) + (x; + 1) + (x3 + 1) + (x4 + 1) = 8, ou seja, x; + x, + x3 + x, = 4. J& vimos que ha
35 solugBes. Depois multiplicamos por 12 e dividimos por 4, obtendo o total de 35 % = 105 maneiras no caso [0,0,4].

e) O Unico caso que falta é [1,0,3], pois se colocamos uma peca na casa central ndo podemos colocar pegas no anel interior, e ndo
podemos colocar as quatro pecas no anel interior sem que haja duas pegas em casas vizinhas. SO nos resta distribuir 3 pecas no anel
exterior. A equagdo correspondente é (x; + 1) + (x, + 1) + (x3 + 1) = 12— 3, ou seja, x; + x, + x5 = 6, que tem (°}°7%) =
(3) = 82'—,7 = 28 solucbes. Multiplicamos por 12 e dividimos por 3, obtendo 28 - 13—2 =112.

Portanto o total € 210 + 6 + 99 + 105 + 112 = 532.

f) Além de escolher as casas com pecas vermelhas, sobram 15 escolhas para a casa vazia. Sem restri¢fes, ha (149) - 15 maneiras de
distribuir as 18 pecas, so considerando as cores das pegas. Assim, a probabilidade pedida é

532-15 532 4-7-19 7-4-4! 7
19 =710\ T . . . = o1
()-15 () 19 184I17 16 18-17-16 51
Critérios
Item a: 0,5 ponto
Reduzir o problema para o anel de fora........cceoeieee e 0,1 ponto

Notar que o problema pode ser reduzido a um problema de bolas e cestos (nos espagos
VAZIOS) . cuveeeiiiteeeeeeiteeeeeeeiteeeeeeetteeeeesestaeeeeeebaeeeeesabaaeees e btaeeesabaaaeeeeabaseeseastareeesartaaeeeeeeinns 0,2 ponto

Concluir a demonstragdo do niimero de possibilidades..........cccvveeiiciiiiiiiciiieee e, 0,2 ponto
Item b: 0,4 ponto

Explicar que ha duas configuragdes do anel interno ou 3 configuragGes do anel externo para cada do anel
101 =] o o o TS 0,2 ponto

Escrever ambas as 0bsServagies aCima........eueieeeeeeeecciiiiiiieeee e e e eeescrrerree e e e e e e e e e ennenaee s 0,1 ponto

Terminar @ cONtagem COrretamMENTe.....uuiuiiiiiiiiiiiiiiicrrrerrrrr e eeeeee e e e e e e erereee e aaes 0,1 ponto



Item c: 0,6 ponto

Dividir em duas configuragdes do anel iNterNO.......cccceeevciieeiieciiee e e 0,1 ponto
Realizar a contagem corretamente em €ada CasO......ccceecuvveeeeiciieeeeeeciiiee e e 0,2 ponto cada
Somar com os pesos adequados cada caso e obter o valor correto..........ccccevveeeeeeeennnn. 0,1 ponto

ltem d: 0,5 ponto

(0] oY =T oo [V LI A S SUP PRSIt 0,3 ponto
Lembrar de multiplicar o resultado por 12........cooccvieieiiiiiiee e 0,1 ponto
Lembrar de dividir 0 resultado POr 4.....ooeeeee it 0,1 ponto

(Atencdo: o aluno sé pode receber os dois Ultimos itens, se receber o primeiro)

Item e: 0,5 ponto

Explicar que s6 falta computar (1,0,3)...ccccccueeeciiiiieec et eee e et 0,1 ponto
Reduzir esse caso a um problema de bolas e Cestos........couvvviiiiiiiieeieii i, 0,2 ponto
PNl g = RO M L= VI L =0 [0 e [T =l or= [ o 0,1 ponto
Achar a resposta total COrretameNte.. ... e e 0,1 ponto

Iltem f: 0,5 ponto

Multiplicar (149) pelas casas Vermelhas........cccovcvveieiiciiiee s 0,2 ponto
Multiplicar 15 pela Casa Vazia.....ccceecieiee it errree e e s e e re e e e 0,1 ponto
Simplificar a fracdo da probabilidade e achar o resultado correto.........ccccoveeeeurenenneee. 0,2 ponto

(Respostas ndo simplificadas ganham apenas 0,1 ponto do ultimo item)

PROBLEMA 5 - Valor: 3 pontog

Solugéo.
a) Sendo n = p;*t - p,%2 - -+ - p,%t. Temos

nk = (plal . pzaz s ptat)k — plkfﬁ . pzkaz s ptk“t
Pela formula
ka ka ka
D(n") = nk .<_1+_2+...+_t)
P1 D2 Dt

Botamos k em evidéncia e escrevemos n* como n*~1 - n:

D(nk) =k-nk'1-n'(ﬂ+ﬁ+---+ﬂ)=k'nk_1~D(Tl)

1 D2 Pt
b) Seja {p;, p, * - p;} a unido dos fatores primos de x e y. Podemos escrever x = p;* - ...-p;t ey = pJ* - ...- pJ* em que alguns
x; ou y; podem ser zero. Temos xy = p;* ™ - .. p/" e
D(x x + X + X X
L(xy) =ﬂ=17y1+...+t—yt=_1+&+...+_t+&
xy D1 Pt P1 P bt Dt
X X
L(xy) = (_1 4+ F _t) + (& + .+ &) = L(x) + L(y)
P1 Pt P1 Pt
c¢) Como ja vimos no item anterior, L(n) = ? = % + % + -+ ?. Os primos que aparecem na fatoracdo de n! sdo exatamente os
1 2 t

primos p com p < n. Resta calcular o expoente de p na fatoragdo de n!. O nimero de multiplos de p é EJ Somando essa parcela,

cada multiplo de p contribui com um fator p. O nimero de maltiplos de p? é l:—ZJ Somando essa parcela, cada multiplo de p?



contribui com mais um fator p, pois possui pelo menos dois fatores p. Seguindo assim, 0s nimeros com k fatores p sdo maltiplos
p* e contribuem com k na soma nas parcelas H l%] llkJ Assim,

L) = Z expoente de p emn! _ <H l J l J )

p primo p
psn p<n
d) Sabemos que |x| < x para todo x real. Assim, o expoente de p em n! pode ser limitado por
1
n n n n n 1 1 P n
pl Ip p p p p P 11 p-1
p

P 1
Usamos a soma da PG infinita com x = >

Usando esse resultado em cada parcela temos

Lo = (H )= 2 e 2 e

nmo
PSTl psn
Agora usando a dica do enunuado
1 <§<1 1) 11111
pprimop(p—l) - m—1 m 1 2 2 3 3 4
psn

Portanto, L(n)) <n-1=n.

e) Veja que L(n!) < n é equivalente a
LA)+L2)++L
€3) ()n (n)<1

e 0 valor médio de L(x) de 1 até n é menor que 1.

Suponha que os n tais que L(n) < 2 séo finitos e seja m o maior nimero que satisfaz essa desigualdade. Para todo r > m temos
L(r) > 2. Tome na expressdo anterior n = 2m:

S L(1)+L(2)+ -+ L(2m) S Lim+ 1)+ -+ L(2m) S 2_m

=1
2m 2m 2m
Uma contradicdo! Portanto, os n tais que L(n) < 2 sdo infinitos.
f) Temos p; < g para todo i, entdo usando a fatoracdo em primos
n= p1a1 . pzaz - ptat < qlh . qaz e q“t = q“1+a2+"'+at
Sloggn<a;+a, ++a;
Inn
$m<a1+a2+"‘+at
E usando a expressao de L(n) temos:
a; «a a a «a a ata,++a 1 Inn
L(n)=_1+_2+...+_t2_1+_2+...+_t= 1 2 tZ_._
P P2 pe a4 q q q q In
g) Se L(n) < 2, na expressao do item f temos
1 Inn
rh E<L(n)SZ=>lnn$2q-lnq=lnq2q:>nSq2q

Significa que os n com L(n) < 2 séo limitados e, portanto, finitos. Porém, no item e vimos que existem infinitos n tais que
L(n) < 2. Temos uma contradi¢éo na suposic¢éo de que ha o maior primo e podemos concluir que hd infinitos primos.



Critérios

Item a: 0,4 ponto

Critério 1:

Expressar D(n*) em funcdo de n e seus fatores primos..........ceceveeerererceerereeeesseneeeenn. 0,2 ponto
Fatorar a expressao e obter o resultado pedido........ccccvviieiiiieiiiiieiee e, 0,2 ponto
Critério 2:

Escrever Uma iNdUGE0 €M K...ocvvieciieeciie ettt ettt e eee et raae e e saeeente e et e e ennes 0,2 ponto
Concluir que a expressao desejada é Valida.........ccooececciiiiiiiiiii e, 0,2 ponto
Item b: 0,2 ponto

Critério 1:

Expressar L(xy) em fun¢do da unido dos primos de X € Y....cccccceeveevereenenieneneeneennen 0,1 ponto
Obter @ expressao deSEJata. .. ..cuueiei ittt e e s ee e e e sbb e e e e sbaeeaeenes 0,1 ponto
Critério 2:

Dividir D(xy) = xD(y) + yD(x) por xy e obter a expressdo desejada........c.cccceervenenn 0,2 ponto

Item c: 0,5 ponto

!
Obter que L(n!) = ¥pcpn vp;n') ........................................................................................ 0,2 ponto
ACREE U, (T]) oo 0,2 ponto
(0o Y ol LU T o TN (=] o« VTSRS 0,1 ponto
Item d: 0,5 ponto
o n n n
Utilizar-se de lp—kJ < ok para mostrar que v, (n!) < S 0,2 ponto
1
i ! o
Concluir que L(n!) < n} s, TGy 0,2 ponto
Concluir 0 item cOmM 0 1€Ma dAUO0.....uuuuuieiieeeeeeee ettt s e e e 0,1 ponto
Item e: 0,5 ponto
Reescrever o item anterior em fungao de L(J)S...ccuvoeereriirnierinieseeees e 0,1 ponto
Supor que todos os js com L(j) < 2 sdo menores que um dado M.......ccccevererereerennne. 0,2 ponto
Obter uma contradigdo coOmM 0 it€M ANTEIION...ccccuieii et 0,2 ponto
Item f: 0,4 ponto
Obter que L(n) > w ........................................................................................ 0,2 ponto
log(n)
S T ettt et e e et e ra e et e aranaaennaas
Obterque a; +ay + -+ a; = Tog(q) 0,2 ponto
Item g: 0,5 ponto
Mostrar que os 1. com L(n) < 2 seriam finitos.......cevvvieviieienecie e 0,3 ponto

Obter uma contradicdo com 0s itens aNteriores.........cccvvveeeeeeeeieeccciiiiieee e, 0,2 ponto



PROBLEMA 6 —|Valor: 4 pontos

Solucéo.

a) Os triangulos VMK e VAC sao semelhantes por A4, ja que MK paralelo a AC por simetria. Dali, as alturas tem a mesma
_ MK _ ]

roporcio das bases & = XX = 2
proporeg vo ac 4

b) Usando o Teorema de Menelaus no tridngulo ROS com a reta VD:
RV 0D SL

¢) Usando o resultado dado no enunciado e o dado do item a temos

¢ d/2

d DS

Observe a base do tetraedro. Veja que BSP é um triangulo retangulo is6sceles (a diagonal do quadrado forma angulo de 45°) e
BS=SP=§.Como¢2=¢+1temos¢>3=¢2+¢4:>¢3+1=¢2+¢+1<:>¢3+1=2¢2.Assim,

o 1 P3+1

BD =DS+SP=—+-=—

d) Vamos usar 0 Teorema de Pitagoras no tridngulo ROS. Para isso precisamos calcular OR e 0S.

3
~<;>2=1:>Ds=¢7

= BD = ¢?

Voltando ao itema e usando VO = he d = ¢2, temos VR = VO % = g. Com isso, temos OR =V0O —VR =h (1 — %)
3 2 3 2 3_42
Voltando no item ¢, temos DS = 4’7. Sabemos também que 0D = % = %. Logo, 0S = DS — 0D = % — % = % = %.
; s 2 2 2 2 1\, ¢?
Aplicando o Teorema de Pitagoras, RS* = OR* + 0S* =h (1 - 5) +5

e) Usando o Teorema de Pitagoras no triangulo LSP: LS? = LP? — SP? = ¢p2 — i Foi dado que g = é. Trocando numerador

LS-LR _ ¢*-1 RS _ ¢ _Ls 2
s drs pe & RS = Y Elevando ao quadrado, RS* =

LS?
¢2

por denominador menos numerador dos dois lados =1-

L
492’
f) Substituindo a expressdo de RS? na equagéo do item d temos
1 1\* ¢?
1-om=h(1-2) +&
h ? + 7
4
Multiplicando tudo por ¢? temos ¢? — i =h*(p— 1%+ % . Vamos manipular o ¢. Ja sabemos que ¢3 = ¢? + ¢. Trocando ¢

por ¢ + 1 temos ¢ = 2¢ + 1. Multiplicando por ¢ e substituindo ¢? temos ¢* = 2¢? + ¢ = 3¢ + 2. Isolando h? temos
4

¢2—%—¢T_4¢2—1—3¢—2_ P2 ho 0
@—-12  4¢-12  4p-12 "T2p-1D

Dividindo ¢2 = ¢ + 1 por ¢ temos ¢ = 1 + i op—-1= i. Substituindo na equacao anterior chegamos em h =

h? =
¢2
?.

2 4 4 2 6
A érea da base é lado? = d? = %e 0 volume da pirdmide é %BH =& & &

Critérios

Item a: 1,5 ponto

Escrever a semelhanga entre VMK € VAC ......ooouveeeieiiii ettt 1,0 ponto
CONCIUIT coeeieice +0,5 ponto
Iltem b: 0,5 ponto

Esse item n3ao tem pontuacgado parcial. Solugdes completas recebem 0,5 ponto e qualquer outra coisa recebe 0,0
ponto.

Item c: 0,4 ponto

Esse item ndo tem pontuagao parcial. Solugdes completas recebem 0,4 ponto e qualquer outra coisa recebe 0,0
ponto.



Item d: 0,6 ponto
Aplicar PItAgOras €M ORS ...ttt e e e stae e e stae e e eba e e e e ebaee e e araeas 0,4 ponto
CONCIUIT oo +0,2 ponto
Item e: 0,6 ponto
Yo a1 = A YOO 0,3 ponto
ENCONEIAT RS2 oot e et e et e et e e et e e et e e ee e e eseeeeseaeeseneese e ese e eeeeeaeteseeeseenseneaseaen +0,3 ponto
Iltem f: 0,4 ponto

Esse item ndo tem pontuacgdo parcial. Solugdes completas recebem 0,4 ponto e qualquer outra coisa recebe 0,0
ponto.

PROBLEMA 7 - Valor: 6 pontog

Solucéo.
a) Primeiro note que d( f ,) < 1. Assim, observando que |V, | + [Vo] + -+ |V, = 1,

b= S e 3OV Bl

n? (il + Vo + - + (Vi D)?

1<i<js<k 1<i<j<k

ZI<L<]<k|V||V|
Z1<l<k|V| + 221<l<]<k|V ||V|

b) NotequeseV; =XuYeXnY =0entdo |V,| = |X|+|Y]|ee(V,V;) = eX,V;) + e(Y,V;), pois juntamos as arestas que ligam
X aV; comas que ligam Y a V;. Temos

<1

2
&V = e(V,, V)? _ 1 (e(X, V) +e(Y, V)
AT Vi T VinZ X[+ Y]

d,(X, V) + dy (Y, V) =

e(X,V;)? +e(YrVi)2 1 <e(X.Vi)2+e(Y.Vi)2>
IX|[Viln? ~ YIIViIn®  [ViIn2\  |X] e J
Assim, sendo a = e(X,V;), b = e(Y,V;), x = |X| e y = |Y], queremos provar que

+b)2 _a? b
(atb) o b

]

x+y T x y
que é verdade pela desigualdade de Cauchy-Schwartz ou, simplesmente desenvolvendo,
(a+b)? a® b? )
A 2 2 _ 0200 — 202 — h242 _ B2ams — _ 2 <.
xy(x+y)< Xty Xy xya® + 2xyab + xyb* — a*xy —a“y° —b bxy (ay —bx)* <0
c) Temos, pelo item anterior, d,(X,V;) + d,(Y,V;) = d,(V,V;). Logo, separando X e Y temos
(P = 0N + ) (A + 00+ > ()2 ) 0+ Y dy(Vl) = dy(P).
2<isk 2<i<j<k 2<i<k 2<i<js<k

d) Basta considerar um termo:

xahg 2 aln| 2 _ elX|elY|
dX,,Y) —dX,Y)) = dX,Y,) —dX,Y) ———t=¢t
12 ity 4 )z ity (4G h ) > TR
<r,s<2
e) Abrindo a conta e separando o que ndo depende de r nem s temos
alg 2
X, Y)—dX,Y)
Z v (400 % )
<r,s<2
ahg 2d(X,Y)
= Te A Z Y1 CE, 1) + S Z X 1Y
_z IXIyp =0 XYL " IXIIYI
XYy 2dX,Y X Ysle(X,., Y, d(X,Y)?
=zlll Id(XT’Y)2 ( ) Illl(r) ( )ZIXIIYI
X1 XNV Lo XY X1

Z XA e 240D x4 2 Z XY

= B e ) —_ .

Ix[ly] =" CIXIYr e X111 e
1<r,s<2 1<r,s<2



Agora, veja que:

Z e(X-r-, YS) = e(Xl, YI) + e(Xl, Yz) + e(Xz, Yl) + e(Xz, Yz) = e(Xl, Yl U Yz) + e(Xz, Yl U Yz) = e(Xl UXz, Y) = e(X, Y)
1<7r,s<2

=dX, V)IX||Y]

PANAERANARIANARIANAR I ANAEN AR DICARI DER (S
1<r,s<2
Substituindo, temos

Z A yx, v - acx ) = Z AT vz = 225 5 vy + STy
2 vy I A P il

Z AW e vye —ax vy,
2, Ty 1 '
Com isso,
Z AT v —d ) = ot o Z BAW )k v)? = dee vy + 6.
IX||Y] " ’ - IX|[Y] "

1=<r,s<2 17,552

f) Sejam Uy, U, ..., U, 0s conjuntos V; tais que (Vi, Vj) ndo é e-regular. Marque cada elemento de V; com os indices dos conjuntos
U,, em que ele estava em U,;". Entéo cada elemento de V; est4d marcado com um subconjunto de {1,2, ..., £}, e podemos colocar o0s
elementos de V; marcados por cada subconjunto no mesmo conjunto W na particdo ;. Com isso, a quantidade de conjuntos na
particdo é no maximo a quantidade de subconjuntos de {1,2, ..., £}, ou seja, |W;| = k; < 2¢ < 2%, pois no maximo k — 1 conjuntos
V; ndo sdo e-regulares com V;.

Finalmente, como sdo k conjuntos V;, |P'| = [W; U W, U ...U Wkl = |Wy| + |Wy| + -+ |W| < k-2FL,
g) Fixe i e j e, considerando a construgdo dos W;’s, remonte V WV 2J le'i e ij'i, desfazendo um refinamento. Com isso,

GEY= Y Y GWew)z Y D ).

1si<jsk 1srsk; 1sssk; 1<i<js<k 1sr,s<2

Pela definicdo de d,(-,),

’II Vil|v;| AR |/ P,
dy(P) = Z Z L d AR AS I Z — Z ———a (v, v
2 ( ) n2 L |Vl||V]| ( i ] )

1<i<j<k 1<r,s<2 1<i<js<k

h) Se (Vi, V}-) é e-regular, na expressao dada, Vl.z'j =V> =@ enasomaa seguir s temos o termoem r = s = 1, em que Vil’j =V

e V"' =V}, de modo que

AR I Ve 2 R 2
Z Wd(vim’vjs}) =Wd(vll]’vlz) = d(Vi'Vj) )
illvj Vi

1<r,s<2

Assim, pelo item e, para todos V; e V},

Vr,j V_s,i ]
Z wd( Y, SL) >d( i 1) +6U€

1<r,s<2 IV | |V |
emque §;; = 1se ( f ]) é e-regular e §;; = 0 caso contrario.
Utilizando o item g e 0 item ¢,
vV Vr,j V’S,i ] '
wes Y A 5 LA1\7 Id(Vir,,’Vjs_l)z2 | |

n? V1]

1<i<js<k 1<r,s<2

nn
vy, villY; k_k
_ Z | || | ( A J) + &t Z | L||2]| Zdz(P)+€4'€k2'k k=d2(P)+€5.

1si<jsk 1<i<jsk
(v ;) ndo e—regular

i) Pelo item a, para qualquer partigio P de V, d,(P) < 1. Como cada refinamento descrito no item aumenta a energia d,(-) em &5,
s6 podemos refinar as particdes mantendo-as ndo e-regulares no maximo 1/&° vezes. Assim, se n € grande o suficiente, podemos
continuar os refinamentos e, em algum momento, obteremos uma particdo e-regular.



Critérios

Item a: 1,0 ponto

Mostrar que d,(P) < lekjsklvill# ............................................................................ 0,6 ponto
CONCIUIT oo +0,4 ponto
Item b: 1,0 ponto

Reduzir a algo semelhante a a; + 1;—2 = a;:jz .................................................................. 0,6 ponto
CONCIUIT oo +0,4 ponto
Item c: 1,0 ponto

Abrir os somatdrios e cancelar 0s termos relevantes........ccccvvecvveeeeciieeeccceee e 0,5 ponto
Concluir, USANO O IEEM D oo +0,5 ponto

Iltem d: 0,5 ponto

Esse item ndo tem pontuacdo parcial. Solucdes completas recebem 0,5 ponto e qualquer outra coisa recebe 0,0
ponto.

Item e: 0,5 ponto

Esse item ndo tem pontuacgado parcial. Solugdes completas recebem 0,5 ponto e qualquer outra coisa recebe 0,0
ponto.

Item f: 0,6 ponto
MOSErar QUE K; < 2K 70 e 0,4 ponto
MOSErar QUE [P/ | S Kk - 270 ettt +0,2 ponto
Item g: 0,4 ponto

Esse item ndo tem pontuagao parcial. Solugdes completas recebem 0,4 ponto e qualquer outra coisa recebe 0,0
ponto.

Item h: 0,6 ponto

Separar o somatdrio da defini¢do de d,(P") em dois: um com pares e-regulares e outro com pares ndo &-regulares
......................................................................................................................................... 0,3 ponto

(000 o Lol [V 11 S TR +0,3 ponto
Itemi: 0,4 ponto

Esse item ndo tem pontuagao parcial. Solugdes completas recebem 0,4 ponto e qualquer outra coisa recebe 0,0
ponto.



